Faculté polydisplinaire taroudam
Filiere Génie-Informatique

Examen d’Analyse 1 (Semestre 1-Session principale) (07/01/2019)

Exercice 1

Soit f une fonction définie sur R. Les assertions suivantes sont-ells vraies ou fausses? Justifier votre réponse.

o I)IreRtelquex? <0 2)VxcRonax2>0 3) 3x € Rtel que |x| = -x.

e 4)dxeRtel que x? <0 5) Toute fonction croissante est positive

¢ 6) Toute suite réelle bornée est convergente. 7) Toute fonction définie sur R est dérivable sur R.

® 8) Si une sous suite (uy,)) d’une suite (u,) est convergente alors la suite (u,) est convergente
Exercice 2

Soita € R, et f une fonction continue et dérivable sur la, 400

1. On suppose que xETm f'(x) = 0. Démontrer que

lim f—(—l—) =0
=3 oo X
2. On suppose que ‘Em f(x) =1>0. Démontrer que
lim f—(ﬂ =[ et lim f(x)= +oo

X4 Y N

Exercice 3 Développement limités en un point différent de 0 et leurs applications
Soit f la fonction définie par f(x) = In(sinx) -

n
1. Donner un développement limité 4 1'ordre 2 de f en 3

2. Déterminer la tangente de f au point d’abscisse = et ¢tudier la position de f par rapport & sa tangente au
P 4 .
voisinage de 2

Exercice 4

Pour tout entier n > 1, posons u, = VI+V24..4 vn.
ny/n . - . i - n
——2\/—_— pour tout entier n > 1. En déduire la limite de — .
My
b) Posons v, = ua, — up,. Démontrer I'inégalité ny/n + 1 < v, < nv/2n. En déduire la limite de v /n et la limite
de v,/n?.

Exercice §

a) Montrer par récurence que I'on a u, >

Soit f: [0; 1] — [0: 1]une fonction continue et strictement décroissante.

1.

Soit n € N* . En utilisant la fonction g,(x) = f(x) — x" , démontrer qu'il existe un unique nombre réel
up € [0;1] tel que f(un) = (up)".

Pour tout n € N* , déterminer le signe de g, (u,). En déduire successivement que 1a suite (i) pen- €5t
croissante puis qu’elle converge vers un nombre réel / € [0;1].

On souhaite démontrer que / = 1. Pour cela, on raisonne par I'absurde en supposant que / € [0;1].

* Donner la limite de (u,)" lorsque n tend vers +ec. En déduire que f(/) = 0.
e Comparer f(/) a f(1) et aboutir & une absurdité. Conclure.




Faculté polydisplinaire taroudant
Filiere Génie-Informatique

Examen d’Analyse 1 (Semestre 1-Session de rattrapage) (04/02/2019)

Exercice 1

oo

Soit f une fonction réelle telle que lim f—(ﬂ
X4 ix

1. Montrer que pour tout réel o il existe xo € R tel que Vx > xq  f(x) > [oex]| 4 |x|
2. En déduire que pour tout réel o, lim f(x) — ox = 400
X400

Exercice 2

, . - ' v)
Soit f et g deux fonctions définies sur R* telles que g(x) > O et il exoste [ € R, tel que lhrp f’(Tn = |
- 4o )‘ J

1. Montrer que lim f(x) =0<= lim g(x) =0
X=3 400 V=400
2. Montrer que si [ > 0 alors liT f(x) = 400 = lim g(x) = oo
=34 =3 400

Exercice 3
Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle / centré en 0.

1. Démontrer que si f est paire (resp. impaire), alors f* est impaire (resp. paire).
2. Soit F : I — R une primitive de f c'est a dire F'(x) = f(x).
(a) On suppose f impaire. Démontrer que F est paire. Introduire ¢ (x) = F(-x) - F(x).

(b) On suppose f paire. La fonction F est-elle impaire ?

Exercice 4 R I
Démontrer

1. Ve>0,3a >0,¥xe (1.3 [x-2/ <a == | -4 <€

2. Ve>0,3a >0,VxeR [x—2|<a == | —4|<¢

Exercice 5 Développement limités en un point différent de O et leurs applications

. : sinx
Soit f la fonction définie par f(x) = 7;

o aise e oty T
1. Donner un développement limité a I'ordre 2 de f en 7

i . , 4 T : e . .
2. Déterminer la tangente de f au point d"abscisse 7 et édier la position de f par rapport it sa tangente au

e T
voisinage de rl

Exercice 6
Soit f : [0; 1] —> [0; 1]une fonction continue et strictement décroissante.

1. Soit n € N* . En utilisant la fonction g,(x) = f(x) — " . démontrer qu'il existe un unique nombre réel
uy € [0;1] tel que f(un) = (1n)".

2. Pour tout n € N* , déterminer le signe de g,;, (u,). En déduire successivement que la suite (up )nen- est
croissante puis qu’elle converge vers un nombre réel / € [0; 1].

3. On souhaite démontrer que [ = 1. Pour cela, on raisonne par |’absurde en supposant que / € [0;1].

e Donner la limite de (1,)" lorsque n tend vers +oo. En déduire que f(/) = 0.
e Comparer f(/) a f(1) et aboutir a une absurdité. Conclure.
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Questions de cours:
1)- J'effectue le raisonnement suivant avec deux fonctions réelles fetg:
Vz € R, f(z)x g(x) =0
(:1)> VeeR, (f(x)=0 ou g(x)=0)
?)* (Vx€R, f(z)=0) ou (Vz€R, g(z) =0)
Ces implications (1) et (2) sont-elles valides? (copier et Eemplir ce tableau)
Implication | Vraie | Fausse Justification
(1)
(2)
2)- C'est quoi une relation binaire R anti-symétrique sur un ensemble E7
3)- Donner la définition d'un ideal 3 droite J dans un anneau (A, +,).
4)- C'est quoi la différence entre la structure d'un anneau unitaire et celle d'un corps? Donner un exemple d'un
anneau unitaire qui n'est pas un corps.

Exercice 1. Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A ['application f, de E
dans I'ensemble 3 deux éléments {0, 1} telle que :

1
Ja(z) = { 0
Soient A et B deux parties de E. Montrer que

1. fca=1-fa; 2. fans = fafp: 3. faus = fa+ fB - fafs.

Exercice 2. On considére la relation de congruence, modulo n € N*, définie sur Z, par:

sit€ A
sitd A

ZR2 <= n divise 3 — 3’

(1) Montrer que c’est une relation d'équivalence sur 7.
(2) En vous servant de la division euclidienne, montrer qu'il y a exactement n classes d ‘équjvalences distinctes.

Rappel (Division euclidienne)
VmeZNVneN, 3lgeZet3re{0,1,.,n~-1} tels que m=nq-+r.
Exercice 3. Soit la relation R définie sur E = {(z,y)| =,y € {1,2, 3,4} et w < y) de la fagon suivante :
(@, YR y) = (z 22 ety <y).
(1) Montrer que R est une relation d'ordre sur E.

(2) Dessiner le diagramme de Hasse de la relation d’ordre R.

Exercice 4. On dit qu'un anneau (A, +,-) est un anneau de Boole si, pour tout £ € A, 2 = x. On fixe A un tel
anneau.

(1) Démontrer que, pour tout x € A, z = —z. (Ind. calculer (x + x)? de deux maniéres.)

(2) En déduire que I'anneau de Boole A est commutatif (Ind. calculer (z + y)? de deux maniéres.)
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Questions de cours:
1)~ Soit P une assertion vraie et Q une assertion fausse. Quelles sont les assertions vraes?
PvQ, PAQ, PvQ ou I"m
2)- Soit A = {a,b,c} et B = {1,2}. Parmi ces écritures laquelle est mathématiquement correcte 7
{a,1} e AxB, {(a1)}€AxB, (a,1)eAxB ouv {al1}CAxB
3)- Rappeler les régles de De Morgan.
4)- Soit E un ensemble non vide. On considére I'ensemble P(E) (I'ensemble des parties de E) avec ses deux
lois internes : I'intersection M et la réunion U. Soient a,b et ¢ troms éléments de E. Expliguer pourgos le

sous-ensemble F = {{a,b}, {a,c}, {b,c}} de P(E) n'est pas stable pour les deux lois N et U ?
5)- C'est quoi un anneau intégre (A, 4. -)7 Donner un exemple.

Exercice 1. Notons E I'ensemble des étudiants, S I'ensemble des jours de la semaine et pour un étudiant x. h,(7)
son heure de réveil le jour j.
1) Ecrire avec les quantificateurs ¥ et 3 les propositions:
a) certains étudiants se réveillent tous les jours de la semaine avant 8h
b) tous les étudiants se réveillent un certain jours de la semaine aprés 9h
2) Donner la négation logique de ces propositions a) et b).

Exercice 2. On considére la relation binaire R définie sur R par
IRy == cos*r +sin’y =1

1) Montrer que cette relation n'est pas anti-symétrique
2) Montrer que c'est une relation d'équivalence sur R
3) Donner la classe d'équivalence 0 associée & x = 0 pour cette relation R

Exercice 3.
1) Montrer que I'ensemble des rationnels Q = (B; mel ne Z'} est un sous-corps de (R, +, x)

n'

2) Soit A={2; me€Z, ne 27}, c’est-d-dire que A est I'ensemble des rationnels 3 dénominateur pair
a) Démontrer que (A, +, x) (muni de ses lois usuelles “somme™ et “produit”) est un anneau

b) Quels sont les éléments inversibles dans A?

Exercice 4. Soit (A, +, X) un anneau commutatif et M une partie de A. On appelle annulateyr de M I'ensemble
des éléments T € A tels que x x y = 04 pour tout y € M. On note cet ensemble par Iy, Démontrer que,
'annulateur de M, Iy est un idéal de (A, +, x).



